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Kurzfassung: Der Beitrag vermittelt eine kurze Einführung in die grundlegenden

Modellierungs− und Diskretisierungstechniken des Lattice−Boltzmann Verfahrens.

Einleitend werden Beispiele für aktuelle CFD−Anwendungen im Bereich des Ingenieur−

wesens präsentiert. Anhand der Kanalströmung, einem klassischen Beispiel der

numerischen Strömungsmechanik, führt dieses Tutorial in ein System in zwei Raum−

dimensionen ein, einem auf der QT−Bibliothek basierenden grafisch−interaktiven

Strömungssimulator. Unter Verwendung eines expliziten FD−Schemas wird ein

Algorithmus zur Lösung der Lattice−Boltzmann Gleichung und damit zur ersatzweisen

Lösung der Navier−Stokes Gleichungen vorgestellt.

1  Einführung
In den letzten 10 Jahren wurde mit der Lattice−Boltzmann Methode (LBM) ein neuarti−

ges und effizientes Verfahren zur numerischen Simulation von Strömungs− und Trans−

portvorgängen entwickelt. Vor allem in der Automobilindustrie wird von einer völlig

neuen Qualität der Simulation von inkompressiblen Strömungen in und um komplexe

geometrische Strukturen berichtet [1]: Im Bereich der Simulationsgenauigkeit wurden

sehr gute Ergebnisse verglichen mit ausführlichen Windkanalversuchen erhalten und

durch eine effiziente CAD−Anbindung konnte die Arbeitszeit für einen Designzyklus

drastisch reduziert werden.

Bei vielen komplexen Problemstellungen, wie z.B. bei instationären Mehrkomponen−

ten− und Mehrphasenströmungen, stellt das LB−Verfahren eine leistungsfähige Simu−

lationsmethode dar [7, 13], mit der sich viele Transportphänomene (Diffusions− und

Reaktions− sowie Mehrphasenprobleme) quantitativ beschreiben lassen. Die folgenden

Bilder zeigen zwei Beispiele aus dem Bereich der Mehrphasenströmungen in komple−

xen Geometrien und der turbulenten Gebäudeum− und Gebäudeinnenraumströmung.
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Bild 1: LB−Simulation eines belüfteten Bild 2: Turbulente Gebäudedurchströmung
Modell−Bioreaktors, Kugelschüttung aus (Large−Eddy Simulation), Re=75.000,
600 Kugeln, 70 Mio. Freiheitsgrade, [13] ca. 8 Mio. Gitterpunkte, [15]

Im Bereich der numerischen Diskretisierung sind Arbeiten z.B. in den Bereichen der

Gitterverfeinerung [3], dem Einsatz von Finite Volumen Ansätzen auf unstrukturierten

Gittern [9] oder impliziten Ansätzen [14] entstanden.

2  Lattice−Boltzmann Methoden
Übliche numerische Methoden zur Lösung der Navier−Stokes Gleichungen basieren

auf sog. top−down Verfahren, indem nichtlineare partielle Differentialgleichungen mit

Hilfe von Finite−Differenzen− (FD), Finite−Volumen− (FV) oder FEM−Techniken dis−

kretisiert werden. Im Gegensatz dazu repräsentieren Gittergas−Verfahren (lattice−gas

cellular automata, LGCA) und deren spätere Ableitung, die Lattice−Boltzmann Methode

(LBM) ein bottom−up Verfahren, das ausgehend von einem diskreten, mikroskopischen

Modell per Konstruktion die gewünschten Größen Massen−, Impuls− und Energieer−

haltung erfüllt, um hydrodynamische Eigenschaften zu erhalten, die mit den Navier−

Stokes Gleichungen beschrieben werden können.

Die elementare Idee besteht darin, ein Fluid als Ensemble von miteinander interagie−

renden Partikeln zu betrachten und das Verhalten eines Vielteilchensystems mit Hilfe

von künstlichen Mikrowelten aus Partikeln zu simulieren, die auf einem Berechnungs−

gitter angeordnet sind. Wird ein hinreichend großes Ensemble von Partikeln betrachtet,

können auf einer makroskopischen Skala hydrodynamische Eigenschaften erhalten

werden. Im Umfeld von LGCA wurde ein Gas als Ensemble vieler ’Moleküle’ beschrie−

ben, die über Kollisionen an den Knoten und Rändern eines regulären Gitters lokal

miteinander interagieren. Infolge einiger unphysikalischer Effekte, wie z.B. dem nicht−

isotropen Advektionsterm und dem Rauschen insbesondere des Druckfeldes, führten

McNamara und Zanetti [17] einige Jahre später die Lattice−Boltzmann Verfahren als

numerische Methode ein.
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Der wesentliche Unterschied zum Gittergas−Ansatz besteht in einem Übergang von

explizit diskreten Partikeln zur Propagation und Kollision eines Ensembles von Partikel−

verteilungsfunktionen. Nachdem sich die Simulation von individuellen Wechselwir−

kungen zwischen einzelnen Partikeln, die mit den Gesetzen der Quantenmechanik

beschrieben werden können, aufgrund der großen Partikelanzahl (O(1019) Partikel je

cm3) verbietet, stellt die kinetische Gastheorie mit der statistischen Physik eine Alter−

native dar: Die Boltzmann Gleichung (1) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, ein Parti−

kelsystem zu einem gegebenen Zeitpunkt und Ort
�
x

i
,
��

i zu finden, wobei
�
x

i und
��

i

die Position und Geschwindigkeit des � −ten Partikels definieren. Zur Herleitung der

Boltzmann Gleichung (1) werden weiterhin folgende Vereinfachungen angenommen:

Partikel sind statistisch unkorreliert (Hypothese des molekularen Chaos), die Partikel

seien gleichförmig, und es werden nur Zwei−Partikel−Kollisionen betrachtet.
�

f�
t

� � � � f� �
x
��� f (1)

Trotz beliebiger Komplexität des lokalen Kollisionsoperators Ω(f) ist es für ingenieur−

relevante Problemstellungen ausreichend, Ω(f) als sog. BGK−Stossterm, der von Bhat−

nagar, Gross and Krook [16] vorgeschlagenen single time relaxation approximation, zu

vereinfachen. Die Partikelverteilungsfunktionen werden dabei zu einer Gleichgewichts−

verteilung, der lokalen Maxwell−Verteilung f (0) relaxiert, wobei die Zeitskala der mikros−

kopischen Relaxationszeit durch die Materialkonstante τ[s] gegeben ist. Durch die

Phasenraum−Diskretisierung der Boltzmann Gleichung mit BGK−Approximation hin−

sichtlich des mikroskopischen Geschwindigkeitsraumes, d.h. nur der Betrachtung einer

endlichen Menge von mikroskopischen Geschwindigkeiten, erhält man die diskrete

Boltzmann Gleichung (2):
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Unter der Annahme kleiner Knudsen−Zahlen ε, dem Verhältnis von mittlerer freier

Weglänge zur charakteristischen Längenskala des Systems, kann nun ein Ansatz für

die Verteilungsfunktionen mit Bezug auf die mikroskopische Geschwindigkeit
� �

ge−

macht werden. Die Berücksichtigung einer endlichen Zahl von Reihengliedern bei der

Taylorentwicklung der Maxwellverteilung um das globale Gleichgewicht [13] impliziert

die Beschränkung auf kleine Machzahlen Ma. Im zweidimensionalen Raum werden die

Verteilungsfunktionen für das sog. D2Q9−Modell [2] an den in Bild 3 [6] dargestellten

Kollokationspunkten berechnet, weitere (dreidimensionale) Fälle können z.B. [11] ent−

nommen werden. 

Die makroskopischen Strömungsvariablen Masse− und Geschwindigkeitsdichte erhält

man als Momente der Verteilungsfunktionen (3) und (4). 
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Die räumliche und zeitliche Diskretisierung der diskreten Boltzmann Gleichung (2) mit

einem expliziten Finite Differenzen Schema führt schliesslich auf die Lattice−Boltzmann

Gleichung (5).
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Der entsprechende Algorithmus zur Lösung von (5) kann nun anschaulich in folgende

zwei Schritte pro Zeitschritt unterteilt werden:

� Die Berechnung der jeweils neuen Verteilungsfunktionen hinsichtlich der rechten

Seite von (5), der sog. Kollision, und

� dem Strömen der Verteilungsfunktionen zu den nächsten Nachbarknoten, üblicher−

weise bezeichnet als Propagation.

Die korrespondierenden makroskopischen Gleichungen, d.h. die Navier−Stokes Glei−

chungen, können mit Hilfe einer Multiskalenanalyse, der Chapman−Enskog Entwick−

lung [13], aus den Gleichungen (2) oder (5) entwickelt werden. Die mit diesem nume−

rischen Schema eingeführten Fehler und deren Grössenordnungen sind der Diskreti−

sierungsfehler O(∆t2, ∆x2), der Knudsen−Fehler O(ε2) und der Kompressibilitätseffekt

O(Ma2). Die kinematische Scherviskosität wird aus der Beziehung (6) erhalten, wobei

zur Vereinfachung ein Zeitschritt und Gitterabstand ∆t = ∆x = 1 angenommen wird.

� � 2 
 � 1

6
(6)

3  Ein minimaler interaktiver 2D−Strömungssimulator
Zu Studien− und Demonstrationszwecken wurde zu dem am Lehrstuhl für Bauinfor−

matik entwickelten Lattice−Boltzmann Strömungslöser eine Lehrversion für zwei

Raumdimensionen erstellt, die als Grundlage dieses Tutorials dient und von der

Homepage http://inf.bv.tum.de [10] bezogen werden kann. Das Tutorial folgt dabei u.a.

den begleitend empfohlenen Darstellungen [4] und [5].

Die Autoren möchten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass der vorliegende Quell−

code eine elementare Einführung darstellt, um Interessierten aus dem Bereich der

Ingenieurwissenschaften die grundlegende Idee und Numerik des LB−Verfahrens

vorzustellen. Der Stoff wurde deshalb bewusst didaktisch reduziert, wodurch die Kom−

plexität der LB−Methode zunächst versteckt wird. Für einen detaillierten Überblick wird

auf z.B. [7, 11, 13, 16] verwiesen.
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3.1  Ein zweidimensionales Gitter−Boltzmann Modell

Die Diskretisierung erfolgt auf einem zweidimensionalen kartesischen Gitter mit

einheitlichem Gitterabstand ∆x = 1. Bei diesem sogenannten D2Q9−Modell ist jeder

Gitterknoten mit seinen acht nächsten Nachbarn über acht Gittervektoren
�
e

i verknüpft.

’Partikel’ (genauer: deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen fi) können explizit nur auf

Knoten bestehen und bewegen sich während eines Zeitschrittes ∆t = 1 auf diesen

Verbindungen mit der Geschwindigkeit
��

i zu ihren nächsten Nachbarn. Man unter−

scheidet drei verschiedene Geschwindigkeiten: ruhende Partikel mit
� �

0
� 0 und Parti−

kel, die sich entlang der Achsen mit der Geschwindigkeit
� �

1,2,3,4
� c bzw. entlang der

Diagonalen mit der Geschwindigkeit
� �

5,6,7,8
� 2 c bewegen. Der Parameter c stellt eine

frei wählbare Geschwindigkeit dar und legt die Grössenordnung der Schallgeschwin−

digkeit fest [13].

c
s
� c

3 (7)

Mit der Wahl des Parameters c � 1 ergibt sich die Schallgeschwindigkeit hier zu c
s
� 1

3
.

Die Kollokationspunkte des D2Q9−Modells ergeben sich in diesem Fall zu (8) und

können Bild 3 entnommen werden. Durch die Wahl der Kollokationspunkte wird die

Übereinstimmung des numerischen Berechnungsgitters mit dem Phasenraumgitter

ermöglicht [13].

Bild 3: Kollokationspunkte des D2Q9−Modells

��
i i � 0,...,8

� c
�
e

i
� c

0 1 0 � 1 0 1 � 1 � 1 1
0 0 1 0 � 1 1 1 � 1 � 1 (8)

Die Belegung eines Knotens wird durch die jeweils neun Verteilungsfunktionen f
i

t ,
�
x

repräsentiert, wobei der Index i=0,...,8 Typ und Geschwindigkeitsvektor zuordnet. Wie

unter Abschnitt 2 beschrieben, entspricht eine Verteilungsfunktion der Wahrscheinlich−

keit, eine Partikelsorte, die sich mit der Geschwindigkeit
��

i bewegt, am Ort t ,
�
x ���

anzutreffen. Jede dieser neun Verteilungsfunktionen genügt an jedem diskreten Punkt

der Lattice−Boltzmann Gleichung (5). Führt man analog zu den Navier−Stokes Glei−

chungen eine Druckvariable

p
i � c

s

2 f
i (9)
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ein, ergibt sich für die vereinfachte Darstellung mit Einheitsabständen ∆t = ∆x = 1 das

numerische Schema (5) des (für stationäre Probleme) inkompressibleren Modells zu

p
i

t
�

1,
�
x
� �

e
i
� p

i
t ,
�
x
� �

i
t ,
�
x . (10)

�
i ist dabei der lokale Kollisionsoperator (11), der die Änderung der aktuellen Parti−

kelverteilung hin zu einer Gleichgewichtsverteilung p
i

0 t ,
�
x beschreibt, wobei die

Änderungsrate durch die Relaxationszeit τ definiert ist.

�
i
��� 1


 p
i

t ,
�
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i

0 t ,
�
x (11)

Geeignete Gleichgewichtsverteilungen können in Abhängigkeit von der Dichte ρ bzw.

ρ0, dem Geschwindigkeitsvektor 
�
u  und den Gittervektoren 

�
e

i
� 1

c

� �
i  nach

p
i

0 � t
z

p
�

p
0

ei � u �
cs

2

� u � u �
2cs

2

ei � ei �
cs

2
��� ��� (12)

gewählt werden mit

p � c
s

2 � und p
0
� c

s

2 �
0

. (13, 14)

Der Index z stellt das Betragsquadrat der Koordinatenvektoren der Kollokationspunkte

dar. Für tz ergibt sich im D2Q9 Modell [2]

t
0
� 4

9
, t

1
� 1

9
, t

2
� 1

36
. (15)

Ein Ansatz zur Herleitung dieser Parameter kann z.B. [4, 7] entnommen werden. In der

inkompressiblen Darstellung ist der Zusammenhang zwischen den hydrodynamischen

Grössen im Gegensatz zu (3, 4) nun gegeben durch

p � �
i

p
i  , p

0

�
u � �

i

�
e

i
p

i . (16, 17)

Der schematische Ablauf einer LB−Simulation besteht nun aus einer ständigen

alternierenden Anwendung von Propagation und Kollision.

Bild 4: Propagation und Kollision.
Bild links: Zustand vor der Propagation: einzelne Verteilungsfunktionen an benachbarten Knoten.
Bild mitte: Propagation der Verteilungen während eines Zeitschrittes ∆t = 1 zum Nachbarknoten.
Bild rechts: Relaxation der Verteilungsfunktionen mit τ = 2 zur Gleichgewichtsverteilung (gestrichelt).
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Bild 4 demonstriert diesen wechselweisen Vorgang für den Fall τ = 2 (zur

Parameterwahl vgl. Abschnitt 3.4). Anschaulich wird erkennbar, wie die Relaxationszeit

τ im makroskopischen Limes die Viskosität des Fluids bestimmt, vgl. Gl. (6).

3.2  Algorithmus

Die Implementierung des unter 3.1 beschriebenen numerischen Verfahrens erfolgt

anhand eines „virtuellen“ laminaren zweidimensionalen Windkanals. Die Darstellung

folgt dabei dem Quellcode des Tutorials [10] in der Programmiersprache C bzw. C++.

� Zunächst wird der Speicherplatz für die neun Verteilungsfunktionen auf jedem Punkt

des zweidimensionalen kartesischen Gitters dynamisch allokiert. Am einfachsten er−

folgt dies mit Hilfe eines double f[i][y][x] Feldes von neun Zeigern auf die

jeweiligen Zeilen−Pointer des zweidimensionalen Feldes. Für die Druckwerte wird

weiterhin ein 2D−Feld double pressure[y][x] benötigt.

� Als Eingangswerte sind vom Benutzer die Kanalgeometrie (xmax, ymax), die Relaxa−

tionszeit (τ) und ein Postprozessingintervall (∆tpostproc), das festlegt, nach wievielen

’Zeitschritten’ das Geschwindigkeits− und Druckfeld in eine Datei geschrieben wird,

anzugeben. Die Relaxationszeit τ wird dabei aus Gl. (6) bestimmt, wobei sich die

kinematische Viskositat ν bei gegebener Reynoldszahl Re, charakteristischer

Geschwindigkeit u0 und charakteristischer Länge L (Kanalgeometrie) aus der Defini−

tion der Reynoldszahl ergibt:

Re � u
0
L
� (18)

� Für die Definition von Geometrie und Randbedingungen (vgl. Abschnitt 3.3) bedient

man sich eines einfachen Marker−and−Cell−Schemas, indem in der Wandmatrix

wall[x][y] jeweils ein entsprechendes Flag gesetzt wird. Bild 5 zeigt das Flagfeld

schematisch für den Fall der Kanalströmung.

Bild 5: Geometriedefinition: X (Haft RB) Bild 6: Randbedingungen
O (Fluid), P (Druck−RB), B (Geschw. RB) (parabolische Einflussrandbedingung)

� Die Initialisierung des (i.a. sinnvollerweise divergenzfreien) Geschwindigkeitsfeldes
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�
u T � 0,0  erfolgt aus den Gleichgewichtsverteilungen (12)−(15), vgl. Abschnitt 3.4.

� Nach Abschluss des Preprocessings folgt die Zeitschleife des expliziten Verfahrens,

in der die Funktionen collision() und propagation() fortlaufend abwechselnd aufgeru−

fen werden, bis der Benutzer das Programm beendet. Die Variable PostprocInterval

definiert den Zyklus des Postprocessings.

� Während der Kollision werden in Abhängigkeit von der Geometrie die neuen Vertei−

lungsfunktionen berechnet. Handelt es sich um einen Fluidknoten, wird zunächst der

Kollisionsoperator (9) aus den Gleichgewichtsverteilungen (12)−(15) und den

makroskopischen Grössen aus (16) und (17) bestimmt und mit den bestehenden

Verteilungen entsprechend der rechten Seite von (10) summiert. Zur Implementation

der Randbedingungen vgl. Abschnitt 3.3.

� In der Funktion propagation() werden nun die Verteilungsfunktionen auf die den

Verteilungssorten entsprechenden Nachbarknoten kopiert. Vorteilhaft werden die

Schleifenindizes dabei in antiparalleler Richtung durchlaufen, womit die Existenz von

entsprechenden Kopiermatrizen überfluessig wird, da die einzelnen Verteilungen

direkt auf die entsprechende ’alte’ Verteilungsmatrix zurückgeschrieben werden

können.

3.3  Randbedingungen

Für das Beispiel der Kanalströmung werden folgende Randbedingungen benötigt (Bild

6): Die Begrenzung des oberen und unteren Randes ist mit Haftrandbedingungen

versehen, d.h. die Geschwindigkeit des Fluides muss gleich der Geschwindigkeit des

Randes (null) sein. Am linken Rand wird ein parabelförmiges Geschwindigkeitsprofil

und am rechten Rand eine Druckrandbedingung vorgegeben. Die Implementierung von

Randbedingungen zur diskreten Boltzmann Gleichung ist dabei problematisch, da

diese üblicherweise gegenüber makroskopischen Grössen gefordert werden und somit

zunächst korrespondierende Verteilungsfunktionen bestimmt werden müssen.

� Die Haft−Randbedingung kann näherungsweise mit dem sog. Bounce−Back Ver−

fahren realisiert werden, wobei sich eine auf eine Wand stossende Verteilung nach

einem Aufprall anschaulich in entgegengesetzter Richtung weiterbewegt. Es kann
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for( t=0 ; ! UserSignalHalt() ; t++ )
{

collision();
propagation();

if( !(t % PostprocInterval) )
postprocessing(t);

}



gezeigt werden, dass die physikalische Position der Wände näherungsweise im

halben Gitterabstand zu den Fluidknoten angeordnet sind. Massenerhaltung ist

gegeben, wenn das Schema auf alle Verteilungen eines Knotens entsprechend

angewandt wird. Formal ergibt sich die Regel zum Austausch der antiparallelen

Verteilungen
p

i
� p�

i , (19)

wobei p�
i  die jeweils reflektierte Verteilung mit 

�
e�

i
��� �e

i  bezeichnet.

� Eine Einflussrandbedingung kann basierend auf dem Bounce−Back Verfahren

zuzüglich eines linearen Terms mit der zu setzenden Geschwindigkeit 
�
u

0  zu

p
i
� p�

i

�
3 �

0
c

s

2 t
z

�
u

0

�
e

i (20)

formuliert werden [8], wobei 
�
e�

i
��� �e

i  und t
z  nach Gl. (15) definiert ist.

� Um eine Druckrandbedingung zu erhalten, wird an diesen Knoten die Gleichge−

wichtsverteilung (12) mit einem Referenzdruck p
0 und der am Knoten vorliegenden

Geschwindigkeit 
�
u t ,
�
x ���  gesetzt.

3.4  Charakteristische Parameter und Stabilität

Wie unter 3.2 beschrieben, sollte als Anfangsbedingung ein divergenzfreies Strö−

mungsfeld vorgegeben werden. Für gegebene hydrodynamische Grössen ( � 0
� 1 und

z.B.
�
u T � 0,0 , � � 0 ) stellen die Gleichgewichtsverteilungen dann eine geeignete

Näherung dar. Durch die in Abschnitt 2 erwähnte Restriktion des Verfahrens auf kleine

Machzahlen Ma ist darauf zu achten, dass für jeden Rechenzeitpunkt die charakteristi−

sche Geschwindigkeit u
max , die neben den Randbedingungen auch von der Geometrie

des Berechnungsgebietes abhängt, hinreichend klein bleibt.

u
max � c

s
� 1

3
(21)

In Simulationen verwendet man üblicherweise Machzahlen

Ma � u
max

c
s

� 0.15  u
max ! 0.1 . (22)

Numerische Instabilität des Verfahrens und Oszillationen im Druck können durch

entsprechende Wahl der Viskosität gem. (23) vermieden werden, womit der Bereich

der problemabhängigen Element−Reynoldszahl ( Re* � Re " L ) festgelegt wird.

��# 5

1000
 Re

max

* ! 20 (23)
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3.5  Grafisch−interaktive Benutzeroberfläche mit QT

Als Anwendungsbeispiel wird im folgenden ein Softwaretool vorgestellt, dem der

Berechnungskernel des oben beschriebenen Tutorials zugrundeliegt. Die Applikation

wurde u.a. im Rahmen von Vertiefungspraktika am Lehrstuhl für Bauinformatik

(dargestellt z.B. in [7]) entwickelt und soll im Sinne von „Teach−Flow“ einerseits den

spielerischen Umgang mit einem Berechnungsverfahren für transiente, laminare 2D

Strömungsprobleme ermöglichen und andererseits einen ersten Einblick in das zu−

grundeliegende Berechnungsverfahren gewähren.

Der Aufsatz auf den Rechenkern wurde mit der plattformunabhängigen und unter UNIX

frei erhältlichen Bibliothek QT [12] implementiert, die sich durch eine einfache und

übersichtliche GUI−Klassenstruktur nach dem Document/View−Konzept und einem

sog. Signal/Slot−Mechanismus zur Ereignissteuerung auszeichnet.

Als Basisgeometrie dient ein Kanal in Form des Poiseuille−Problems, während einer

Simulation kann die Geometrie innerhalb des Kanals durch grafische Interaktion belie−

big modifiziert werden, wobei Knoten entsprechend Haftrandbedingungen zugewiesen

oder diese entfernt werden. Zur elementaren Visualisierung stehen verschiedene

vektorielle Darstellungen des Geschwindigkeitsfeldes, Farbkodierungen des Wirbel−

stärkebetrages, der horizontalen Geschwindigkeitskomponente und des Druckes zur

Verfügung. Bild 7 zeigt als beispielhafte Umströmung eines Hindernisses eine

Momentaufnahme des oszillierenden Geschwindigkeitsfeldes der Karmannstrasse bei
Re ! 100. Die Applikation kann ebenfalls von der Internetseite [10] bezogen werden.

Bild 7: GUI des Strömungssimulators unter Linux/QT.
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